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1 問題

あるN 人の集団に対して、表の出る確率が p(0 < p < 1)である同質のコインを全員に配布した。
各メンバーはそのコインを使ってコイントスを m 回繰り返し、表の出た回数を記録した。
次にメンバーから無作為に n(0 < n < N)人選出し、各人が記録した回数の平均値を考える。

(1) この平均値が従う確率分布を求めよ。

(2) 期待値と分散を求めよ。

2 解答

2.1 (1) この平均値が従う確率分布を求めよ。

標準平均値なので　 1
n

∑n
i=1 X(i) を求めれば良い

X =m Cxpx(1 − p)m−x

より二項分布である

Xの特性関数は

Φ (ξ) = 〈eiξX〉 =
n∑

i=0

eiξxX

=
n∑

i=0

eiξxmCxP x(1 − p)m−x

=
n∑

i=0

(Pe(iξ)x)(1 − p)m−x

= (peiξ + 1 − p)m (1)

である。まず、最初に
∑n

i=1 X(i) を求める。Z =二項分布 (A) +二項分布 (B)　とすると

Φ (ξ) = E[eiξZ ] = E[eiξA · eiξB ]
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より、Aと Bは二項分布の確率関数なので、

Φ (ξ) = (peiξ + 1 − p)m · (peiξ + 1 − p)m

= (peiξ + 1 − p)2m

したがって

n∑
i=1

X(i) = (peiξ + 1 − p)mn (2)

1
n

∑n
i=1 X の特性関数は

Φ (ξ) = E[eiξ X
n ]

= (pe
iξ
n + 1 − p)n (3)

したがって (2),(3)より、 1
n

∑n
i=1 X(i) は

Φ (ξ) = (pe
iξ
n + 1 − p)mn (4)

ちなみに、この平均値が従う確率分布は二項分布ではない。

2.2 (2) 期待値と分散を求めよ。

(4)の特性関数より、

Φ (ξ) = (pe
iξ
n + 1 − p)mn

∂

∂(iξ)
Φ (ξ) = mn(pe

iξ
n + 1 − p)mn−1 · 1

n
pe

iξ
n

= m(pe
iξ
n + 1 − p)mn−1 · pe

iξ
n (5)

したがって、期待値は

E[X] =
∂

∂(iξ)
Φ (ξ)

∣∣∣∣
ξ=0

= m(p + 1 − p)mn−1 ·

= mp (6)

(4)の特性関数の２回微分は

∂2

∂2(iξ)
Φ (ξ) = m(mn − 1)(pe

iξ
n + 1 − p)mn−2 · 1

n
(pe

iξ
n )2 + m(pe

iξ
n + 1 − p)mn−1 · 1

n
pe

iξ
n

である。したがって分散の値は

V [X] =
∂2

∂2(iξ)
Φ (ξ)

∣∣∣∣
ξ=0

− E[X]2

= m(mn − 1) · p2

n
+ m · p

n
− m2p2

=
m2np2 − mp2 + mp − m2np2

n

=
mp(1 − p)

n
(7)
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